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Zentraliibung

Z9.1. LP(R™) ist ein Banachraum
Zeige, dass LP(R"™) = LP(R"™)/~ mit LP(R") = {f : R" — C messbar| [ |f(z)[Pdz < oo}

und der Aquivalenzrelation f ~ g < f = g fast iiberall, mit der Norm

Hﬂb=<AJﬂ@W®);

fiir p > 1 ein Banachraum ist.

79.2. Breit-Wigner-Verteilung

Berechnen und skizzieren Sie die Fouriertransformierten der folgenden Funktionen, a > 0.

(a) f(2) = ey (b) F(z) = e 9k,

79.3. Fouriertransformation bei linearer Abbildung

Sei f : R® — C eine integrierbare Funktion. Zeigen Sie: Ist A eine invertierbare n x n—
Matrix, dann gilt fir die Fouriertransformierte von f4(x) := f(Axz):
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e (AD7H).

falk) =

Prisenzaufgaben

P9.1. Hermite-Polynome

(a) Berechnen und skizzieren Sie f (n) (z) und ihre Fouriertransformierten fiir n = 0,1, 2,
mit f:R — R,
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fla) =%
(b) Bestimmen Sie linear unabhéngige h,(z), n = 0, 1,2, jeweils als Linearkombination
von f®) k=0,...,n, so dass h,(k) = \phn(k), Ay € C, und skizzieren Sie diese.

P9.2. Glattheit und Abfall der Fouriertransformation

Sei f € C™(R), m € Ny, und f9) € L'(R) fiir alle j = 0,..., m. Zeigen Sie, dass

f(k) = (’)(W) fir |k — oo.

P9.3. Eine lineare partielle Differentialgleichung

Sei f € L'(R?) und u € C%(R?) eine Losung der linearen partiellen Differentialgleichung

Ou+ d3u+ Ou=u+ f.

Welche Eigenschaften der Fouriertransformation von w koénnen Sie folgern.
Welche Voraussetzungen an u miissen dazu erfiillt sein?



Hausaufgaben

H9.1.

H9.2.

H9.3.

Beispiele fiir Fouriertransformationen

Berechnen und skizzieren Sie die Fouriertransformierten der folgenden Funktionen (z € R)
(a) f(x) =max{0,a — |z|}, a >0,

_ 1
(b) g(x) = .

Hermite-Funktionen bilden ein Orthonormalsystem

Fir n € Ny ist H,(t) = (—1)"et2§%e*t2 ein Polynom vom Grad n. Die H, heiflen

Hermite-Polynome. Zeigen Sie jeweils fiir alle n € N:
(a) Hy(t) = 2tH, 1(t) — H',_,(t) und damit < (e*tQHn_l(t)) — P H, ().
(b) H] =2nH,_1(t). HINWEIS: Man verwende die verallgemeinerte Leibniz-Formel

e (f(Dg(®) = znio ()£ (t)g "= (t).
=
(c) T)Hn(t)efﬁdt: 0.

o0
(d) Fiirm <nist [ Hy () Hy (et dt = 2™ml\/T0pm, . HINWEIS: Setze v'(t) = H,(t)e .
—0o0
1
(e) Definiert man die Hermite-Funktionen h, : R — R, h,(t) := éHn(t)efitQ, S0

vV 2rnl/mT
gilt [ Ry (t)hn (£)dE = by -

Fouriertransformationen des Halbkreises

Berechnen Sie die Fouriertransformationen von f,g: R — R,

f($)={\/11_7 fir |z|] < 1, and g(lp):{\/l—x2 fiir x| < 1,

0 sonst 0 sonst.

Skizzieren Sie f, g und ihre Fouriertransformationen.
HINWEIS: Substitution z = sint, fiir g noch partielle Integration. Die Besselfunktionen
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sind gegeben durch J,(z) = & [ cos(zsint — nt)dt = J_p(—z) = (=1)"J_,(2).
0

Hausaufgabenabgabe: Freitag, 29.01.2021, bis 12:00 in Moodle, maximal zu zweit



