Anhang zu Kapitel 5: n-dimensionale
Zufallsvariablen

Héufig reicht die Betrachtung 2-dimensionaler Zufallsvariablen nicht aus. Zum Bei-
spiel bildet eine Stichprobe der Grifle n in der (mathematischen) Statistik eine
n-dimensionale Zufallsvariable, wobei n € N ist. Um im néchsten Kapitel Grenz-
wertsétze der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachten zu kénnen, miissen wir eben-
falls n € N zulassen und dann n gegen oo gehen lassen. In diesem Anhang sollen
kurz die wesentlichen Definitionen, Konzepte und Aussagen iiber mehrdimensio-
nale Zufallsvariablen zusammengestellt werden. Da er vollkommen analog zu der
2-dimensionalen Situation ist, wird der Stoff dieses Anhangs nicht in der Vorle-
sung vorgetragen, dient aber als Grundlage fiir Kapitel 6 und 7 der Vorlesung. Sei
(Q, F, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

DEFINITION 0.1. Sei n € N und seien X7,..., X, : Q — R reelle (diskrete, stetige
oder weder noch) Zufallsvariablen. Dann heifst der Vektor X := (Xi,...,X,,) :

Q) — R™ n-dimensionale Zufallsvariable oder auch n-dimensionaler Zufallsvektor.

DEFINITION 0.2. Eine n-dimensionale Zufallsvariable X := (X,..., X)) : Q — R”

heilst diskret, wenn X1, ..., X,, diskrete reelle Zufallsvariablen sind, d.h. wenn ihre
Wertebereiche S; := X1(Q),...,S, := X,,(Q) abzdhlbar sind. In diesem Fall heift
die Abblldung PX = P(X1 _____ X)) - P(‘Sl X ... X Sn) — {O, 1] mit

Pix,...x(B) = P((Xl, X)) € B) = P((Xl, e ,Xn)’l(B))

die gemeinsame Verteilung von X1, ..., X,,. Weiter heifst die Funktion
0x ‘= 0(Xy,..., Xn):Slx...xSn%Rmit

01, Xn) (@1, s 2n) = P(Xy = 1,..., X, = 2p)
die gemeinsame Zdhldichte von Xi, ..., X,.

BEMERKUNG 0.3. Wie fiir 2-dimensionale diskrete Zufallsvariablen in Bemerkung

5.3 erklart, ldsst sich auch im n-dimensionalen Fall die Zahldichte ox,, .. x,) zu
einer Funktion auf R™ fortsetzen, indem man o(x,, . x,)(®1,...,2,) := 0 setzt fiir
(1,...,2,) € R*\ Sy x ... x S, und die gemeinsame Verteilung P(x, .. x,) ldsst
sich auf P(R") fortsetzen. Dann gilt fiir jede Teilmenge B C R™:
P(X1 ..... Xn)(B) = Z Q(Xl 77777 Xn)(l’l,...,,fn)
(z1,...,xn)EB

Insbesondere ist die gemeinsame Verteilung also durch die gemeinsame Zahldichte
vollstandig beschrieben.



DEFINITION 0.4. Eine n-dimensionale Zufallsvariable X = (Xi,...,X,) : Q@ —
R" heifst stetig, wenn es eine integrierbare Funktion f : R" — R mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(a) f ist nichtnegativ, d.h. f(xy,...,2,) > 0 fir alle (z1,...,2,) € R”
(b) Fiir alle Intervalle Iy, ..., I, C R gilt:
P((Xy,... X)) €L x...xL)=P(X€el,. X, eI

/ /fxl,.. , T )Ty, . .. dxy

(Nach dem Satz von Fubini liefern alle n! Integrationsreihenfolgen dasselbe
Ergebnis!)

In diesem Fall heifst f eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte oder auch ge-
meinsame Dichte von X1, ..., X, und wird haufig mit fx oder fix, . x,) bezeich-
net. Allgemeiner heifst jede integrierbare Funktion f : R” — R mit den Eigenschaf-
ten (a) und [g, f(@1,...,2,)de, ... dzy =1 eine n-dimensionale Wahrscheinlich-

keitsdichte.

BEMERKUNG 0.5. Die Aussagen von Bemerkung 4.21 gelten entsprechend auch
im n-dimensionalen Fall. Wir gehen hier nur auf Teil (d) (bzw. (iv)?) ein: Ist
X = (Xy,...,X,) eine n-dimensionale stetige Zufallsvariable mit gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsdichte f, so gilt fiir alle (,;schénen”, d.h. Borelschen) Telmengen
B C R", dass

P((Xl,..., EB /f.fCl,..., dfl}'ndxl

/ / 5@ ) (@1, ) day

Die Zuordnung B — P(x, . x,)(B) = P((X1,...,X,) € B) nennt man die ge-

meinsame Verteilung von Xy, ..., X,.

BEMERKUNG 0.6. Auch fiir n-dimensionale Zufallsvariablen fiihrt man den Be-
grift der Rand- bzw. Marginalverteilungen ein. Hier nennt man fiir jedes k €
{1,...;n} und alle 1 < iy < iy < ... < i < n, die gemeinsame Verteilung
von (X“, Xiy, ..., X;,) eine k-te Randverteilung von P(x,, . x,). Fiir diskrete bzw.
stetige n-dimensionale Zufallsvariablen gelten zu den Sétzen 5.4 und 5.11 analoge
Aussagen, dass man die Zahl- bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte der Randverteilung
von (X, Xi,,...,X;,) erhélt, indem man {iber die zu den komplementéren In-
dizes gehorigen Variablen, also die aus {1,...,n} \ {i1,...,i}, summiert bzw.
integriert. Da wir diese Aussage im Folgenden nicht bendtigen werden, soll dies
hier nicht prézisiert werden.



DEFINITION 0.7. Sei X := (X4,...,X,) : © — R" cine n-dimensionale Zufallsva-

riable. Dann heifit die Funktion F X = F( ..... X, ¢ R" — R mit
Fix.xy(t, .. tn) == P(Xy < ty,..., X, <t,) die gemeinsame Verteilungsfunk-
tion von Xq,...,X,.

BEMERKUNG 0.8. (a) Wie im eindimensionalen Fall gilt, dass die gemeinsame

.....

.....

(b) Ist X = (Xy,...,X,) n-dimensionale diskrete Zufallsvariable, so gilt die For-

mel
Fix, .. xo(t, .. ty) = Z O(X1, X)) (T1, oy Tn)
x1<t1,..., T <tn
In diesem Fall mochte man meistens die gemeinsame Zéhldichte ox,, . x,)
direkt kennen und ist nicht so sehr an F(x, . x,) interessiert.
(c) Ist X = (Xy,...,X,) n-dimensionale stetige Zufallsvariable mit gemeinsamer

Wahrscheinlichkeitsdichte f, so gilt fur alle (¢4,...,t,) € R”

F(X1 ..... Xn) tl, / / f $1,...,l‘n)dl'n...dl‘1.

Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt (xy,...,x,) von f:

1,y Xy) = f(21,..., 1)

Die folgende Aussage verallgemeinert Satz 5.18 auf den n-dimensionalen Fall:

SATZ 0.9. Sei X = (X1,...,X,,) : Q = R" eine n-dimensionale Zufallsvariable
und sei g : R"™ — R eine (,schine®, d.h. messbare) Funktion.

(a) Falls X diskret ist, so existiert E[g(X1,...,X,)] genau dann, wenn

D ernanyern | 9(T1 TR0k X0 (21, ) < 00 dst und in diesem Fall
qilt
E[ (X17 7Xn)] = Z g(fl, >$n)Q(X1 ..... Xn)<x1a 73:71)
(z1,...,zn ) ER™

(b) Falls X stetig ist, so ezistiert E|g(Xy, ..., X,)] genau dann, wenn
ffo f lg(z1, .. x| fixa, xn) (@15 o @) day, . . doy < 00 ist und in die-
sem Fall gzlt

E[g(Xl,...,Xn)]:/ / g(@1, . xn) foxa,x (@1, - x)day, o day



DEFINITION 0.10. Sei X = (Xi,...,X,) : 2 — R eine n-dimensionale Zufalls-
variable. Dann heifsen X7, ..., X,, (stochastisch) unabhdngig, wenn fiir alle (Borel-
schen) Teilmengen By, ..., B, C R" gilt:

P(X,€By,...,X,€B,)=P(X,€By)-...- P(X, € B)
Andernfalls heiften sie abhdngig.
Der folgende Satz verallgemeinert Satz 5.15 auf den n-dimensionalen Fall.
SATZ 0.11. Sei X = (X1,...,X,) : Q@ = R eine n-dimensionale Zufallsvariable.

(a) Falls X diskret ist, so sind X1,...,X, genau dann unabhdingig, wenn fir alle
r1 €51 =X1(Q),...,z, €S, = X, (Q) gilt:

O(X1,..., Xn)(xb ce 7In) = 0x; (.1’1) et QXn(xTL)

(b) Falls X stetig ist und fx,,..., fx, Randichten von Xi,..., X, sind, so sind
Xy, ..., X, genau dann unabhdngig, wenn die Funktion
R" 5 (x1,...,2,) = fx,(z1) ... fx,(xn) € R eine gemeinsame Wahrschein-
lichkeitsdichte von X., ..., X, ist.

BEMERKUNG 0.12. Die Aussage von Bemerkung 5.16 gilt sinngeméf auch im n-
dimensionalen Fall.

SATZ 0.13. Sei X = (Xy,...,X,) : @ = R" eine n-dimensionale Zufallsvariable,
so dass die Varianzen Var(Xy),...,Var(X,,) erxistieren. Dann existiert auch die
Varianz von 27;21 X; und es gilt

Var (i Xj) = ivar(xj) +2 ) Cov(X;, X;).

1<i<j<n

Sind X, ..., X, insbesondere paarweise unkorreliert, d.h. gilt Cov(X;, X;) = 0 fiir

alle i # j, dann gilt
Var (Z Xj> = ZVar(Xj).
j=1 j=1

KOROLLAR 0.14. Seien Xy, ..., X, unabhdngige, reelle Zufallsvariablen mit exis-
tierenden Varianzen Var(Xy), ..., Var(X,). Dann gilt

Var (z”: Xj> = zn:Var(Xj).

J=1 J=1



