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Zentraliibung
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78.2.

Z8.3.

Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten

Die C?-Funktion u : R?\ {0} = R, (z,y) — u(w,y) wird durch Einfiihrung von Polarko-
ordinaten zu einer Funktion U(r, ¢). Es gelte die Laplace-Gleichung 82u 4 dju = 0.

(a) Wie erhélt man U bei bekanntem v und umgekehrt.

(b) Wie lautet die Jacobi-Matrix der Transformation auf Polarkoordinaten
D (r,p) = (x(r, ), y(r,p)) und (geeignet eingeschriinkt) ihrer Inversen ®~17?

(c¢) Berechnen Sie die Form der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten, d.h. die Differen-
tialgleichung fiir U(r, ¢), die der Laplace-Gleichung fiir u(x,y) entspricht.

(d) Finden Sie alle Losungen dieser Gleichung, die nicht von ¢ abhéngen.

n-Eck mit maximaler Fliche

Gesucht ist fiir n > 3 ein n-Eck mit maximaler Fliche, dessen — ausgehend von der
positiven reellen Achse gegen den Uhrzeigersinn nummerierten — Ecken z; € R2, j =
1,...,n, auf dem Einheitskreis liegen.

(a) Sei ¢; € [0,27) der Winkel zwischen zj1; und zj, j = 1,...,n, 2Zp41 = 2. Man
begriinde warum

g(¢17"'7¢n) = 271-_2@5]:0
j=1

gilt und die Fliache des Polygons durch

n

F(@1, 0 dn) =) §sing;
j=1

gegeben ist.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren alle Kandidaten
fiir Extremwerte von f unter der Nebenbedingung g(¢1,- -+, ¢n) = 0.

Extrema mit mehreren Nebenbedingungen

Seien h : R® - Rund f: R* = R™, m <n €N, h, fin C1. M = {z € R"|f(z) = 0}.
Die Einschrénkung h|js habe ein lokales Extremum an der Stelle a € M und D f(a) habe
vollen Rang. Dann gilt

grad h(a) € span(grad fi(a), ..., fm(a)),
bzw., es existiert ein A € R™, so dass, mit F)y = h — (A, f) : R" — R,

grad F\(a) = 0.



Tutoraufgaben

T8.1. Extrema mit Nebenbedingung
(a) Man beschreibe die durch die Gleichung ¢®Y = z + y gegebene Teilmenge des R2.
(Verhalten bei den Schnittpunkten mit den Koordinatenachsen, im Unendlichen.)
(b) Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktion F(z,y) = (2% + y®) unter der Neben-
bedingung e = x + y.
T8.2. Extrema mit mehreren Nebenbedingungen
Benutzen Sie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Wie lauten die Minima und Ma-
xima der Funktion f : R — R, f(z,y,2) = 5z + y — 3z, auf dem Schnitt der Ebene
z 4y + z = 0 mit der Kugeloberfliche 22 + y?> + 22 =1 ?
T8.3. Maxima und Minima auf einer Kreisscheibe
Bestimmen Sie die absoluten Extrema der Funktion f(x,y) = 22 — 2y + y? — = auf der
Menge S = {(z,y) € R? |22 +y? < 1}.
Hausaufgaben
HS8.1. Extrema mit Nebenbedingungen
(a) Bestimmen Sie den minimalen Abstand des Punktes (1,0,0) von der durch die Glei-
chung = + y — 2 = 0 gegebenen Ebene.
(b) Wie lauten die Minima und Maxima der Funktion f : R? — R, f(x,y) = 2y auf der
Einheitskreisscheibe 2% + y? < 17?
HS8.2. Extrema mit Nebenbedingungen
(a) Bestimmen Sie die Kandidaten fiir Extremalstellen von f(z,y) = In(x*y®) fiir z,y > 0
unter der Nebenbedingung z? + 4y = 1. [Ergebnis: (xo,y0) = (%, %)]
(b) Bei (z0,yo) besitzt f unter obiger Nebenbedingung
[0 ein lokales Minimum, [ einen Sattelpunkt, (] ein lokales Maximum.
HS8.3. Extrema mit Nebenbedingungen

Sei g : Ry — R eine C'-Funktion mit ¢’(t) > 0 fiir ¢ > 0 und f : R? — R gegeben durch
f(x) = g(Jz|). Finden Sie die globalen Maxima und Minima von f unter der Nebenbedin-
gung 5z + 4x 29 + 223 = 5.

Hausaufgabenabgabe: Montag, 15.06.2015, bis 12:00 im Briefkasten Keller FMI-Geb#ude

oder vor Beginn der Zentraliibung im PH HS 1



