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1. Sternförmige Mengen sind zusammenhängend [10 Punkte]

(a) Kreuzen Sie genau die wahren Aussagen an.
Für eine stetige Funktion gilt:

� Die Bilder zusammenhängender Mengen sind wieder zusammenhängend.

� Die Urbilder zusammenhängender Mengen sind wieder zusammenhängend.

(b) Geben Sie eine Charakterisierung für eine Menge M ⊆ Rn an, die nicht zusammenhängend ist.

(c) Wie lautet die Definition einer sternförmigen Menge M ⊆ Rn?

(d) Zeigen Sie, dass jede sternförmige Menge M ⊆ Rn zusammenhängend ist.



2. Differenzierbarkeit [10 Punkte]
Sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) =

{
y x

2−y2
x2+y2

für (x, y) 6= 0,

0 für (x, y) = 0.

(a) Wie lauten die partiellen Ableitungen im Ursprung?

∂xf(0, 0) = ∂yf(0, 0) =

(b) Wie lautet die Richtungsableitung in Richtung v ∈ R2 \ {0} im Ursprung?

∂vf(0, 0) =

(c) Ist f differenzierbar im Ursprung?

� Ja � Nein

(d) Zeigen Sie, dass ∂xf im Ursprung unstetig ist.



3. Taylorentwicklung [10 Punkte]
Sei f : R+ × R+ → R, f(x, y) = x−y

x+y .

(a) Berechnen sie alle Terme der Taylorentwicklung von f bis zur dritten Ordnung im Entwicklungs-
punkt (1, 1).
Hinweis: Betrachten Sie f(1 + u, 1 + v). Sie müssen keine Ableitungen berechnen.

(b) Geben Sie in möglichst einfacher Form die Funktion T : R2 → R an, deren Graph die Tangen-
tialebene an den Graphen von f im Punkt (1, 1) ist.

T (x, y) =



4. Gradientenfelder [14 Punkte]
Das Vektorfeld F : R3 → R3 ist gegeben durch

F (x, y, z) =

 y2 cos(xy2)
2xy cos(xy2)

1

 .

(a) Bestätigen Sie, dass rotF = 0.

(b) Warum ist F ein Gradientenfeld?

(c) Welchen Wert hat das Kurvenintegral
∫
γ
F (r) · dr für γ(t) = (2 cos t, sin t,− cos t), t ∈ [0, 2π]?

(d) Bestimmen Sie ein Potential V von F .

(e) Welchen Wert hat das Kurvenintegral
∫
γ
F (r) · dr für γ(t) = (π2 t, e

t2−1, arctan t), t ∈ [−1, 1]?



5. Extrema mit Nebenbedingungen [14 Punkte]
Ein Zylinder im R3 habe eine kreisförmige Grundfläche mit Radius r > 0 und die Höhe h > 0.

(a) Geben Sie die Gesamtoberfläche f(r, h) und das Volumen g(r, h) des Zylinders an.

(b) Bestimmen Sie bei vorgegebenem Zylindervolumen V > 0 mit Hilfe der Methode der Lagran-
gemultiplikatoren Radius r und Höhe h des Zylinders so, dass die Zylinderoberfläche extremal
ist.

(c) Begründen Sie, warum die in (b) gefundene Lösung das eindeutige absolute Minimum für die
Oberfläche des Zylinders bei gegebenem Volumen ist.



6. Trennbare Differentialgleichungen [12 Punkte]
Gegeben ist die Differentialgleichung ẋ = f(t, x) mit f(t, x) = (1− x2) cos t.

(a) Welche der folgenden Eigenschaften ist hinreichend für die lokale Existenz und Eindeutigkeit von
Lösungen obiger Differentialgleichung?

� f ist stetig
� f ist erstes Integral
� f ist stetig differenzierbar
� f ist lipschitzstetig
� f ist lokal lipschitzstetig

(b) Welche der folgenden Eigenschaften besitzt die Funktion f : R2 → R?

� f ist stetig
� f ist erstes Integral
� f ist stetig differenzierbar
� f ist lipschitzstetig
� f ist lokal lipschitzstetig

(c) Geben Sie alle auf ganz R definierten konstanten Lösungen der Differentialgleichung an.

(d) Bestimmen Sie ein erstes Integral E(t, x) für die Differentialgleichung.
Hinweis: Partialbruchzerlegung.

(e) Finden Sie eine Lösung x : R→ R der Differentialgleichung mit dem Anfangswert x(0) = 0.



7. Variationsrechnung [10 Punkte]

Gegeben ist das Funktional F (x) =
2∫
1

t2ẋ(t)2dt für x ∈ C2([1, 2]) mit den Randbedingungen x(1) = 7,

x(2) = 5.

(a) Wie lautet die Lagrange-Funktion L : R3 → R zu diesem Problem?

L(t, x, v) =

(b) Wie lautet explizit die Euler-Lagrange-Gleichung von F für x ∈ C2([1, 2])?

(c) Geben Sie ein erstes Integral E : R3 → R für die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals F
an.

E(t, x, v) =

(d) Finden Sie mit Hilfe der allgemeinen Lösung der Euler-Lagrange-Gleichung, x(t) = c1
t + c2,

c1, c2 ∈ R, den stationären Punkt x∗(t) von F .

x∗(t) =




